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摘　要　挠曲电效应是应变梯度与电极化的耦合，它 存 在 于 所 有 的 电 介 质 材 料 中．在 纳 米 电 介 质 结 构 的 挠 曲

电效应研究中，应变梯度弹性对挠曲电响应的影响一直以来被低估甚至被忽略了．根据广义应变梯度理论，应变梯

度弹性中独立的尺度参数只有三个，而文献中所采用的 一 个 或 两 个 尺 度 参 数 的 应 变 梯 度 理 论 只 是 它 的 简 化 形 式．
基于该理论，论文建立了考虑广义应变梯度弹性的三维 电 介 质 结 构 的 理 论 模 型，并 以 一 维 纳 米 梁 为 例 研 究 了 其 弯

曲问题的挠曲电响应及其能量俘获特性．结果表明，纳米梁的挠曲电响应存在尺寸效应，并且弹性应变梯度会影响

结构挠曲电的尺寸效应，特别是当结构的特征尺寸低于 尺 度 参 数 时．论 文 的 工 作 为 更 进 一 步 理 解 纳 米 尺 度 下 的 挠

曲电机理和能量俘获特性提供理论基础和设计依据．
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０　引言

力电耦合效应广泛地存在于各类介电材料中，
常见的有压电效应、电致伸缩效应等．其中，压电效

应是最常见的一种力电耦合效应，在诸如俘能器、传
感器、驱动器以及微机电系统等领域都得到广泛应

用［１－３］．在压电材料中，电极化（Ｐ）与应变（ε）之间的

关系为：

Ｐｉ＝ｄｉｊｋεｊｋ （１）
其中ｄｉｊｋ是三阶的压电常数．

然而，在亚微米和纳米尺度的介电材料中，另一

种力电耦合现象—挠曲电效应是 不 容 忽 视 的［４］．挠

曲电效应是应变梯度（ε）与电极化（Ｐ）之间的耦合

效应．对于既有压电效应又有挠曲电效应的介电材

料，电极化可表示如下：

Ｐｉ＝ｄｉｊｋεｊｋ＋ｆｉｊｋｌ
εｊｋ
ｘｌ

（２）

其中ｆｉｊｋｌ是四阶挠曲电系数张量．
尽管关于压电效应的理论研究和应用已经相对

成熟，但是对于挠曲电效应的研究仍处于起步阶段．
相比于压电效应，挠曲电效应具有独特的优点：（１）

压电效应只存在于非中心对称晶体结构的电介质材

料中，而 挠 曲 电 效 应 普 遍 存 在 于 所 有 电 介 质 材 料

中［５］；（２）居里温度会影响压电效应，当温度高于居

里温度时压电效应就会消失，而挠曲电效应则不受

居里温度的限制；（３）压电材料一般来说比较脆，而

挠曲电效应存在于所有的介电材料中，包括软材料、
生物薄膜以及人体生物结构．

挠曲电效应最初是由 Ｍａｓｈｋｅｖｉｃｈ和Ｔｏｌｐｙｇ［６］

于１９５７年在研究晶体的晶格动力学时发现的．１９６４
年，Ｋｏｇａｎ［７］在非均 匀 变 形 的 中 心 对 称 晶 体 中 引 入

应变梯度的概念，描述了应变梯度与电极化强度之

间的力电耦合关系．实验证明：不仅仅在 液 晶［８］中，
在聚 合 物［９］、晶 体 材 料［１０］、生 物 膜［４］和 人 体 结

构［１１，１２］中都 发 现 了 挠 曲 电 效 应．围 绕 着 挠 曲 电 效

应，相关学 者 通 过 理 论 建 模［１３－１７］、数 值 模 拟［１８，１９］和

实验［１０，２０］等方法 对 挠 曲 电 效 应 的 基 本 理 论 和 应 用

进行了深入研究，读者也可参考相关综述文章［２１－２３］．
提起挠曲电，必然要提及应变梯度理论，因为应

变梯度是引起挠曲电效应的直接原因．在挠曲电的

理论 模 型 中，考 虑 了 极 化 强 度（Ｐ）与 应 变 梯 度

（ ｕ）之间的耦合．但是对于应变梯度弹性项（Ｕ～
ｕ·ｇ· ｕ／２，这是应变梯度理论的关键项），有

的研究工作考虑了其影响［５，２４，２５］，而有的并没有考

虑［２６，２７］．最近的研 究 证 明，应 变 梯 度 弹 性 项 在 纳 米

尺度下是不容小觑的［５］：挠曲电的尺寸效应现象表

明结构的挠曲电响应随着结构特征尺寸的降低而增

＊
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大．实际上，这种降低的趋势并不可能一直持续，而

应变梯度弹性项的存在正好抑制了这种现象．
应变梯 度 理 论 由 Ｍｉｎｄｌｉｎ［２８］最 先 提 出，用 来 描

述微观结构的线弹性行为．根据该理论，各向同性材

料除了两个独立的拉梅常数外，还需要１６个独立的

长度尺 寸 参 数（简 称 尺 度 参 数）．后 来，Ｍｉｎｄｌｉｎ和

Ｅｓｈｅｌ［２９］提出了 简 化 的 理 论 模 型，将 各 向 同 性 材 料

所需尺度参数由１６个缩减到５个．然而，由于很难

通过实验得到这五个尺度参数，因此限制了其在工

程中的应用，而且这五个尺度参数并不独立［３０］．
然而，现有文献中所采用的Ｌａｍ的应变梯度理

论［３１］、偶 应 力 理 论［３２－３４］、Ａｉｆａｎｔｉｓ 应 变 梯 度 理

论［３５，３６］等 都 可 以 看 作 Ｍｉｎｄｌｉｎ理 论 的 简 化 理 论 或

近似理论．近 来，周 慎 杰 等［３０］提 出 了 一 种 广 义 应 变

梯度理论，该理论从 Ｍｉｎｄｌｉｎ的理论出发，采用两种

形式的张量正交分解，从理论上严格证明了独立的

尺度参数有且只有三个．并且该理论中的三个参数

都是可以通过简单变形测量得到，例如可以通过圆

柱扭转可以测得ｌ２，进而通过诸如弯曲和剪切等简

单变形实验测量ｌ０和ｌ１．该理论第一次证明了各向

同性材料中独立的尺度参数的数量．而现有的表征

尺寸效应的理论中有的只含有一个尺度参数（非局

部理论［３７］、偶 应 力 理 论［３４］），有 的 有 两 个 尺 度 参 数

（梯度弹性 理 论［３８］），也 有 的 有 三 个 尺 度 参 数（Ｌａｍ

的应变梯度理论［３１］，但这三个参数并不独立）．该理

论与已有的 应 变 梯 度 理 论 或 简 化 理 论 的 关 系 请 见

文献［３９］．
在纳米结构挠曲电效应的研究工作中，有的研

究考虑了应 变 梯 度 弹 性 项 的 影 响（纳 米 圆 柱［２４］，圆

盘［４０］，梁［２５，４１］，锥 台［５］等）．但 是 为 了 计 算 简 便，只

引入 了 一 个 尺 度 参 数，这 是 不 全 面 的．Ｆｌｅｃｋ和

Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ［４２］已经证 明 了 单 个 尺 度 参 数 无 法 全 面

解释小尺寸现象．因为单个尺度参数是无法表征或

描述结构的不同简单变形（例如：单轴拉伸，扭转，弯

曲等）．
因此，本文采用含有三个尺度参数的广义应变

梯度理论［３０］来建立纳米电介质结构的理论模型．并

通过一个简单算例，研究了应变梯度弹性项等其他

参数对挠曲电响应的影响，并证明了应变梯度弹性

项的重要性．

１　纳米电介质结构理论模型

１．１　电介质结构理论模型

在静电场中，高斯定理可表示为：

ｄｉｖＤ＝ρｆ （３）

其中Ｄ表示电 位 移 向 量，ρｆ 表 示 体 电 荷 密 度．在 电

介质中，电极化Ｐ可以定义为：

Ｐ＝Ｄ－ｅ０Ｅ （４）

其中Ｅ表示电场，ｅ０＝８．８５×１０－１２Ｆ／ｍ是真空中的

介电常数．
不考虑边缘效应，在整个电介质结构的体域内，

考虑挠曲电的哈密顿原理可表述为：

δ∫Ω
－Ｕ＋ｅ０２｜ Φ｜２－Ｐ·（ ）Φ ｄＶ＋

　　∫Ω
ｑ·δｕ＋Ｅ０·δ（ ）Ｐ　ｄＶ＋∫Ωｔ０·δｕｄａ＋

　　Ｆ·δｕ＋Ｍ·δ ｕ＝０ （５）

其中ｕ表示位移，Φ 是 电 势，Ｐ是 电 极 化 密 度，Ｕ 表

示内能密度，ｑ和Ｅ０ 分 别 表 示 外 加 体 力 和 外 加 电

场，ｔ０ 表示面力，Ｆ和Ｍ 分别为外加集中力和力偶．
内能密度Ｕ 的一般表达式［４３］为：

Ｕ＝Ｕ（ε， ｕ，Ｐ，Ｐ） （６）

其中ε＝（ｕ＋（ｕ）Ｔ）／２．在 本 文 的 讨 论 中 不 考 虑

极化梯度，因此内能密度中只含有三个变量，同时考

虑到Φ，Ｐ以及ｕ为独立变量，可将式哈密顿原理改

写为三个平衡方程：

∫Ω
－Ｕε

·δε－ Ｕ
 ｕ

·δ ｕ＋ｑ·δ（ ）ｕ　ｄＶ＋
　　∫Ωｔ０·δｕｄａ＋Ｆ·δｕ＋Ｍ·δ ｕ＝０ （７）

∫Ω

Ｕ
Ｐ＋ Φ－Ｅ（ ）０ ·δＰｄＶ ＝０ （８）

∫Ω
（ｅ０ Φ－Ｐ）·δ ΦｄＶ ＝０ （９）

根据式（７）－（９）就可以建立三维电介质平衡方

程和边界条件．

１．２　电介质纳米梁的挠曲电响应

本节以悬臂压电纳米梁的弯曲问题为例来研究

其挠曲电响应问题．其中压电梁长为Ｌ、厚度为Ｈ、

宽度为Ｂ，并且在梁的末端加载外加的纵向载荷Ｆ，

如图１所示．在笛卡尔坐标系中，ｘ轴与梁未变形时

的中心轴重合，ｚ轴沿梁的厚度方向，下文中ｘ１，ｘ２，
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ｘ３方向分别表示坐标轴的ｘ，ｙ，ｚ方向．在梁的上表

面（ｚ＝Ｈ／２）和下表面（ｚ＝－Ｈ／２）之间施加外加电

压Ｖ，梁沿ｚ轴方向产生极化．假设弯曲梁沿ｚ轴方

向的位移记 为ｗ（ｘ），则 在 欧 拉 梁 假 设 下 压 电 纳 米

梁任意一点的位移可表示为如下形式：

ｕ１（ｘ）＝－ｚｄｗ
（ｘ）
ｄｘ

ｕ２（ｘ）＝０

ｕ３（ｘ）＝ｗ（ｘ

烅

烄

烆 ）

（１０）

图１　悬臂纳米梁示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｆｉｇｕｒｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ　ｎａｎｏ－ｂｅａｍ

由此非零应变εｉｊ为：

ε１１＝－ｚ
２　ｗ
ｘ２

（１１）

非零应变梯度为：

ε１１，１＝－ｚ
３　ｗ
ｘ３

，　ε１１，３＝－
２　ｗ
ｘ２

（１２）

根据广义应变梯度理论［３０，４４］，内能密度函数可

具体表示为：

　　Ｕ＝１２ａｋｌＰｋＰｌ＋
１
２ｃｉｊｋｌεｉｊεｋｌ＋ｄｉｊｋεｉｊＰｋ＋

ｆｉｊｋｌｕｉ，ｊｋＰｌ＋μｌ
２
０ε２ｎｎ，ｉ＋μｌ

２
１η
（１）
ｉｊｋη

（１）
ｉｊｋ＋

μｌ
２
２＋９５ｌ（ ）２０ χ′２ｉｊ＋μｌ２２－９５ｌ（ ）２０ χ′ｉｊχ′ｊｉ （１３）

其中εｎｎ，ｉ，η
（１）
ｉｊｋ 以及χ′ｉｊ分别为膨胀梯度张量分量、拉

伸梯度张量分量以及转动梯度张量分量，ｌ０、ｌ１、ｌ２ 分

别为对应梯度 张 量 的 相 关 内 禀 尺 度 参 数，μ为 剪 切

模量．ｃ，ａ和ｄ分别表示四阶弹性系数、二阶介电互

异常数和三阶压电系数；ｆ为挠曲电系数，表示应变

梯度与极化的耦合．
考虑到上述梯度张量中与应变和应变梯度有关

的非零项：

η
（１）
１１１＝２５ε１１，１

，　η
（１）
３３３＝－１５ε１１，３

η
（１）
１１３＝η

（１）
１３１＝η

（１）
３１１＝４１５ε１１，３

η
（１）
２２３＝η

（１）
２３２＝η

（１）
３２２＝－１１５ε１１，３

η
（１）
２２１＝η

（１）
２１２＝η

（１）
１２２＝－１５ε１１，１

η
（１）
３３１＝η

（１）
３１３＝η

（１）
１３３＝－１５ε１１，１

χ′１２＝
１
３ε１１，３

，　χ′２１＝
２
３ε１１，３

χ′２３＝
１
３ε１１，１

，　χ′３２＝－
１
３ε１１，

烅

烄

烆
１

（１４）

以及电极化与电势只存在于ｚ方向上，将内能函数

代入式（７）－（９）中，并进行分部积分，可得到控制方

程和边界条件分别为：

ｙｚ

２

ｘ２
ｚＵ
ε１１＋

Ｕ
ε１１，（ ）３ － 

３

ｘ３
ｚ Ｕ
ε１１，（ ）［ ］１

ｄｙｄｚ

　＋ｔ０ ＝０

Ｕ
Ｐｚ＋

Φ
ｚ＋

Ｅ０ ＝０

ｅ０
２Φ
ｚ２ －

Ｐｚ
ｚ ＝

烅

烄

烆
０

（１５）

ｙｚ
－ ｘ

ｚＵ
ε１１＋

Ｕ
ε１１，（ ）３ ＋ 

２

ｘ２
ｚ Ｕ
ε１１，（ ）［ ］１

ｄｙｄｚ

　　＋Ｆ＝０
　　ｏｒ　δｗ ＝０　ｆｏｒ　ｘ＝０，Ｌ

ｙｚ
ｚＵ
ε１１＋

Ｕ
ε１１，（ ）３ －ｘｚ Ｕε１１，（ ）［ ］１

ｄｙｄｚ＋Ｍ＝０

　　ｏｒ　δｗｘ ＝
０　ｆｏｒ　ｘ＝０，Ｌ

ｙｚ
ｚ Ｕ
ε１１，１

ｄｙｄｚ＝０

　　ｏｒ　δ
２　ｗ
ｘ２ ＝

０　ｆｏｒ　ｘ＝０，Ｌ

ｘｙ
ｅ０Φｚ－

Ｐ（ ）ｚ ｄｘｄｙ＝０
　　ｏｒ　δΦ －ｈ（ ）２ ＝０　ａｎｄ　Φ ｈ（ ）２ ＝Δ

烅

烄

烆
Ｖ

（１６）

其中Ｕ
ε１１ ＝ｃ１１ε１１＋ｄ１３Ｐｚ

，　 Ｕ
ε１１，３ ＝ｆ１３Ｐｚ＋μ

·

１２
５ｌ

２
０＋８１５ｌ

２
１＋２ｌ（ ）２２ε１１，３，　 Ｕε１１，１＝ｆ１１１３Ｐ３＋μ·

１８
５ｌ

２
０＋４５ｌ（ ）２１ε１１，１而且ｆ１３＝ｆ１１３３，ｄ１３＝ｄ１１３．
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通过控制方程式（１５）中的后两项，以及电势边

界条件式（１６）中的最后一项，并将式（１１）和式（１２）
代入，可得电极化和电势为：

　

Ｐ３＝
ｅ０ｄ１３
ｅ０ａ３３＋１ｚ

２　ｗ
ｘ２

＋ｅ０ｆ１１１３ｅ０ａ３３＋１ｚ
３　ｗ
ｘ３

＋

　　ｆ１３ａ３３
２　ｗ
ｘ２

－ΔＶａ３３ｈ

Φ＝１２
ｄ１３

ｅ０ａ３３＋１ｚ
２２　ｗ
ｘ２

－１８
ｄ１３ｈ２

ｅ０ａ３３＋１
２　ｗ
ｘ２

＋

　　ΔＶｚｈ ＋ΔＶ

烅

烄

烆 ２

（１７）

将式（１７）返代回控制方程式（１５）第一式及边界

条件式（１６）前三项中，可得压电梁挠度的控制方程

和边界条件为：

　　　　Ｒ１
６　ｗ
ｘ６

＋Ｒ２
４　ｗ
ｘ４

＋ｔ０＝０ （１８）

－Ｒ１
５　ｗ
ｘ５

－Ｒ２
３　ｗ
ｘ３

＋Ｆ＝０

　　ｏｒ　δｗ＝０　ｆｏｒ　ｘ＝０，Ｌ

Ｒ１
４　ｗ
ｘ４

＋Ｒ２
２　ｗ
ｘ２

－Ｋ＋Ｍ＝０

　　ｏｒ　δｗｘ＝０　ｆｏｒ　ｘ＝０
，Ｌ

Ｒ１
３　ｗ
ｘ３

＋Ｒ３
２　ｗ
ｘ２

＝０

　　ｏｒ　δ
２　ｗ
ｘ２

＝０　ｆｏｒ　ｘ＝０，

烅

烄

烆
Ｌ

（１９）

其中Ｒ１＝μＩ
１８
５ｌ

２
０＋４５ｌ（ ）２１ －ｅ０ｆ

２
１１１３

ｅ０ａ３３＋１Ｉ
，Ｒ２＝ｆ

２
１３

ａ３３Ａ＋

ｅ０ｄ２１３
ｅ０ａ３３＋１Ｉ－ｃ１１Ｉ－μＡ

１２
５ｌ

２
０＋８１５ｌ

２
１＋２ｌ（ ）２２ ，Ｒ３ ＝

ｅ０ｆ１１１３ｄ１３Ｉ
ｅ０ａ３３＋１

，Ｋ＝ｆ１３ΔＶａ３３ｈＡ
，这里Ａ和Ｉ分别为梁的横

截面面积和横截面对ｚ轴的惯性矩．

２　算例与结果分析

本算例中，梁 的 几 何 尺 寸 设 置 为，长Ｌ＝２０　Ｈ，
宽Ｂ＝２　Ｈ，厚度Ｈ＝２ｌ０．在悬臂梁自由端施加与ｚ
轴反向的集中力：Ｆ＝－５ｎＮ．并在梁的上下表面之

间施加电势为ΔＶ 的电载 荷，下 文 中 未 特 别 说 明 时

电势取－０．２Ｖ．梁材料为钛酸钡，因此对于细长梁

来说材 料 的 各 项 属 性 参 数 为：ｃ１１＝１３１ＧＰａ，ｄ３１＝
１．８７×１０８　Ｖ／ｍ，ａ３３＝０．７９×１０８　Ｖ·ｍ／Ｃ．内 禀 尺

寸参数 取ｌ０＝ｌ１＝ｌ２＝１０ｎｍ［５］，值 得 注 意 的 是，实

际情况中三个內禀尺度参数不一定相等，本文为了

简化计算因此取三个尺度参数相等，杨氏模量和泊

松比分别为Ｅ＝４２．９ＧＰａ，υ＝０．３８．挠曲电系数取

ｆ１３＝５Ｖ，ｆ１１１３＝０．根据以上给出的物 理 量 可 以 很

容易地推导出材料的其它参量．
根据上面给出的控制方程（１８）和边界条件（１９）

可以得到挠度的表达式为：

ｗ＝Ｃ１＋Ｃ２ｘ＋Ｃ３ｘ２＋Ｃ４ｘ４＋Ｃ５ｅＳ０ｘ＋Ｃ６ｅ－Ｓ０ｘ

（２０）

其中各项系数分别为：

Ｓ０＝ －Ｒ２Ｒ槡 １

Ｃ１＝ Ｆ
Ｒ１Ｓ５０

１－ｅ－Ｓ０Ｌ
１＋ｅ－Ｓ０Ｌ

，　Ｃ２＝－ Ｆ
Ｒ１Ｓ４０

，　Ｃ３＝Ｋ－ＦＬ２Ｒ２

Ｃ４＝ Ｆ６Ｒ２
，Ｃ５＝ Ｆ

Ｒ１Ｓ５０
１

１＋ｅＳ０Ｌ
，Ｃ６＝－ Ｆ

Ｒ１Ｓ５０
１

１＋ｅ－Ｓ０

烅

烄

烆 Ｌ

（２１）

２．１　结果分析

在下文结 果 讨 论 中，涉 及 到 四 种 模 型 的 结 果：
（１）ＳＦ模型既考虑了挠曲电效应，也考虑了广义应

变梯度理论，即本文建立的新模型；（２）ＦＬ模型，只

考虑挠曲 电 效 应 而 不 考 虑 广 义 应 变 梯 度 理 论；（３）

ＮＦ模型，既不考虑挠曲电效应，也不考虑广义应变

梯度理论；（４）ＳＧ模型，只考虑广义应变梯度理论，

而不考虑挠曲电效应．
首先，不同 模 型（ＳＦ、ＦＬ、ＮＦ、ＳＧ）下 梁 的 挠 度

曲线如图２所示．对比图中ＳＦ模型和ＳＧ模型以及

ＦＬ模型和ＮＦ模型的曲线不难看出，当计算梁挠度

时，考虑挠曲电效应与不考虑挠曲电效应，梁的最大

挠度存在较大的差值．对比ＳＦ模 型 与ＦＬ模 型，以

及ＮＦ模型和ＳＧ模 型，可 以 发 现 在 其 它 条 件 相 同

时，梁在考虑广义应变梯度理论时的挠度比不考虑

广义应变梯度理论时的挠度小，因此应变梯度弹性

对于梁弯曲的影响是不能忽略的．从以上讨论中也

可以看出，挠曲电以及应变梯度弹性都能使梁的挠

度变小；但是也有区别，这可从控制方程式（１８）和边

界条件（１９）中可以看出．由控制方程可以看出在考

虑弹性应变梯度之后，梁由于更高阶的变形，而使梁

在整体看来变硬了，而挠曲电则是同时作用在梁的

等效弯曲刚度和边界条件上，二者共同作用使梁的

挠度减小．另外，进一步对比图中曲线，挠曲电和弹

性应变梯度共同作用时对梁的影响是叠加关系，但

是具体是线性叠加还是非线性叠加还有待讨论，本

文不做深入研究．
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图２　不同模型下梁的挠度

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆ　ｎａｎｏｂｅａｍ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｏｄｅｌｓ

其次，由图３可见，当材料尺寸参数固定时，梁

的结构尺寸发生变化，在相同载荷情况下，梁的挠度

也会产生相应的变化．并且对比图３中曲线，可以发

现梁的挠度随梁结构尺寸的变化存在极值点，并且

当梁的结构尺寸未达到极值时，挠度随结构尺寸的

增大而增大，在梁的结构尺寸超过极值后，挠度随结

构的尺寸增大而减小．其实，这种尺寸效应也可以通

过等效弯曲刚度来解释：从控制方程式（１８）中可知，
在考虑广义应变梯度理论时，并且材料常数为固定

值时，当梁的结构尺寸变大，其弯曲刚度存在一个最

小值，因 此 同 样 的 载 荷 条 件 下 梁 的 挠 度 值 会 出 现

拐点．

图３　不同尺寸下梁的挠度

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆ　ｎａｎｏｂｅａｍ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｓｉｚｅ　ｏｆ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

然后，图４描述了取不同挠曲电系数时，梁的挠

度曲线图．对比图中曲线可以看出挠曲电系数取值

越大时，梁的挠度越小．当挠曲电系数取１０Ｖ时，梁
发生翘曲，可以预见挠曲电系数进一步增大时，梁的

弯曲方向将发生改变，由此可见在算例预置的条件

下，挠曲电对于梁弯曲行为的影响是巨大的．

图４　不同挠曲电系数下梁的挠度

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆ　ｎａｎｏｂｅａｍ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

从图１的分析中，我们知道挠曲电是同时作用

于梁的等效弯曲刚度和边界条件，从而对其挠度产

生影响．但是经过计算梁的等效弯曲刚度是随着挠

曲电系数的增大而减小，也就是说，在不考虑挠曲电

对边界条件影响的情况下，挠曲电系数增大，梁的弯

曲行为应该增大，挠度变大．显然这与图４中的描述

不符，这也就表明了，挠曲电作用于边界条件对梁产

生的影响远大于其作用于等效弯曲刚度对梁产生的

影响．事实上，挠曲电是与外加电压耦合之后作用于

梁的边界条件上的．简单来说，考虑挠曲电效应时，
在梁上施加电载荷可以看成是在梁末端施加一个等

效的力偶，因此本节算例中梁的外加载荷可以看成

是一个集中力以及一个等效力偶．这样在其它条件

不变，只改变挠曲电系数时，相当于改变施加在梁末

端的力偶大小，从而对梁的挠度产生影响．
再者，图５表示在无外加电载荷时，梁中点Ｌ／２

处的电势在挠曲电系数取不同值时沿厚度方向的变

化曲线图．由电势边界条件可知，外加电压为零时，
梁上下表面的电势均为零．而由电势表达式不难看

出，外加电压为零时，梁中某一点电势沿厚度方向的

变化为二次函数，这与图５中的曲线描述相一致．
如果进一步比较图５中的曲线，随着挠曲电系

数的增加，梁中产生的电势极值也将相应地增加．并
且当挠曲电系数增大到一定程度时，相比于不考虑

挠曲电的情况，最 大 电 势 值 增 量 达 到４０％，从 而 证

明了挠曲电效应的重要性．
最后，图６讨 论 了 不 同 模 型 的 能 量 效 率Ｑ／Ｆ，

其中Ｑ表示电荷量，而Ｆ表 示 外 加 力，能 量 效 率 表

示施加在梁上的每单位力载荷所能产生的电荷量．

其中Ｑ＝∫Ｐ（ｘ）ｄＡ是在只施加集中力载荷时因极
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图５　ｘ＝Ｌ／２处不同挠曲电系数下的电势

Ｆｉｇ．５　Ｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｐｏｔｅｎｔｉａｌ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

化而在梁表面所产生的电荷量．Ａ 表示梁在ｘ－ｙ 平

面的投影面积．经过计算可知，在ＳＦ模 型 和ＦＬ模

型中，电极化表达式中第一项得到的能量效率（量级

在１０－１１）要远低于其它项所得到的能量效率．并且

能量效率随挠曲电系数的增加而增加．

图６　不同模型的能量效率

Ｆｉｇ．６　Ｅｎｅｒｇｙ　ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｏｄｅｌｓ

此外，对于ＦＬ模型来说，能量效率随着梁厚度

的减小而持续 增 大，但ＳＦ模 型 中 能 量 效 率 随 着 结

构尺寸的减小，呈现先增加后减小的趋势，并且当结

构尺寸足够大时其值与ＦＬ模型的值相当，这 表 明

结构尺寸足够大时，应变梯度效应对于能量效率的

影响将可以忽略不计．在Ｈ／ｌ０较小时，ＳＦ模型下的

能量效率要小于ＦＬ模型下的能量效率，这 是 由 于

应变梯度弹性对能量效率的影响．换言之，如果不考

虑应变梯度弹性，随着结构尺寸的减小能量效率一

直增加．事实上，这种增大的趋势不可能一直持续下

去．而应变梯度弹性的存在恰好抑制了这种增长的

趋势．这也就是为什么要考虑应变梯度弹性的原因

之一．类似的现象在最近的一项研究工作中同样得

到了证实［５］，在这项研究中，考虑弹性应变梯度的压

电效应ｄｅｆｆ是非线性的，并且比不考虑弹性应变梯度

的简单模型的压电效应小．这项研究指出了弹性应

变梯度的重要性．

３　结论

为了准确描述纳米电介质结构的挠曲电响应，
本文提出了考虑广义应变梯度弹性理论的挠曲电模

型．借助哈密顿原理，得到了纳米电介质结构的控制

方程．并以纳米尺度悬臂梁为例，建立了其弯曲问题

的控制方程和边界条件，并得到了在力电载荷条件

下梁挠度的解析解．通过算例分析对比，我们发现在

亚微米或是纳米量级时，挠曲电效应对于梁的影响

是十分重要的，同时应变梯度弹性在此尺度量级上

的影响也是不可忽略的．另外，当梁的尺寸减小时，
弹性应变梯度的影响呈现先增大后减小的趋势，而

挠曲电效应的影响则是逐渐增大；并且当尺寸增大

到一定程度时，弹性应变梯度的影响将会消失．通过

对纳米梁在力电耦合作用下产生的横向位移、电势

以及能量效率的研究发现，弹性应变梯度效应以及

挠曲电效应在纳米电介质结构中有着重要的作用．
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