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摘要 基于应变梯度理论，建立静电力驱动微梁的控制方程，通过瑞利-利兹法对微梁的控制方程进行降阶，得到一
组非线性代数方程。利用牛顿-拉菲森法求解该方程组，确定微梁的吸合电压，分析应变梯度对吸合电压的影响规律。
结果表明，当微梁的无量纲厚度减小时，无量纲吸合电压将显著增大，表现出明显的尺寸效应;随着材料内禀特征长度的

增加，无量纲吸合电压的尺寸效应也越显著，说明应变梯度对微梁的吸合电压影响显著。随着微梁无量纲厚度的减小，
残余应力对无量纲吸合电压影响显著，可以减弱应变梯度对无量纲吸合电压的影响;同时应变梯度可以显著降低中面伸

长对吸合电压的影响。分析结果可为微机电系统中微梁的设计提供参考。
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Abstract The governing equation of the micro-beam actuated by electrostatic force was derived based on the strain gradient

theory with the aid of variational principle． The reduce model was obtained based on the Rayleigh-Ritz method． The pull-in
voltage was solved by the Newton-Raphson method． Effects of the strain gradient on the pull-in voltage were investigated． The
results show that the dimensionless pull-in voltage increases significantly with the dimensionless micro-beam thickness decreasing，
showing a significant size effect． When the intrinsic material characteristic length increases，the size effect of the dimensionless
pull-in voltage is more significantly，indicating that the effect of the strain gradient on the micro-beam pull-in voltage is
remarkable． When the dimensionless micro-beam thickness decreases，the effect of the residual stress on the dimensionless pull-
in voltage is significant． The size effect of the normalized pull-in voltage is weakened when the residual stress increases，
indicating the residual stress can decrease the effect of the strain gradient on the pull-in voltage． The effect of the mid-plane
stretch on the pull-in voltage is reduced markedly when the strain gradient is considered． The results can prove the reference in
the design of micro structures in MEMS ( micro-electrical-mechanical system) ．
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引言

微机电系统具有体积小、重量轻、能耗低、集成度
高等优点，在机械、信息、生物医学等领域有广泛的应
用。在微机电系统中，静电驱动微梁是一种最常见的
结构形式，主要用于微型 RF 开关 ( radio frequency
switches) 、微型加速度仪、微镜、微型压力传感器、微

镊、微型谐振器等。当直流电压作用在变形电极上时，
变形电极在静电力的作用下产生静态位移。当直流电
压达到某个临界电压时，变形电极与固定电极发生吸

合现象，这时的临界电压称为吸合电压。
吸合电压作为微机电系统中微梁设计最重要的设

计参数，引起许多学者对静电驱动微梁吸合电压的研

究。Osterberg P M等［1-2］通过建立微梁的单自由模型，
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获得微梁在静电力驱动下吸合电压的近似值。
Bochobza D O等［3］通过考虑微梁转动，建立二自由度
模型，得到微梁在静电力驱动下吸合电压的近似值。
Choi B等［4］采用冯-卡门平板模型模拟变形电极，采用
平行平板电容模型计算静电力，并考虑中面伸长对吸

合电压的影响。Lishchynska M 等［5］基于欧拉-伯努利
梁理论，建立微梁的控制方程，同时考虑残余应力对吸

合电压的影响。Younis M I等［6］674-675以及 Lin XieZhao
等
［7］804-806
基于欧拉-伯努利梁理论建立微梁的控制方

程，同时考虑残余应力及中面伸长对吸合电压的影响。
Zhao YaPu等［8-9］以及 Batra R C 等［10］基于欧拉-伯努
利梁理论，采用平行平板电容模型计算静电力，研究两

端固定微梁在残余应力、中面伸长以及边缘静电场影
响下，微梁吸合电压的变化规律。上述研究均采用传
统弹性理论建立微梁的控制方程，没有考虑微米尺度

下材料内部微结构对吸合电压的影响。
在微机电系统中，微梁的特征尺寸均在微米或亚

微米量级。近年来大量的微观试验［11-12］［13］1499-1506表
明，当构件特征尺寸在微米量级上时，会表现出明显的

尺寸效应。传统弹性理论是建立在材料连续、均匀的
假设之上，本构关系中不包含任何与微观结构有关的

材料本征尺度参数，因此不能描述具有微结构材料的

尺寸效应。应变梯度理论通过在其本构关系中引入与
微观结构有关的本征尺度参数来描述微结构对材料性

能的影响，是能够解释微观试验中发现的尺寸效应的

有效理论。应变梯度理论最初是 Cosserat兄弟在 1909
年提出，又称为 Cosserat 理论［14］。Toupia R A［15］以及
Mindlin R D等［16-17］在考虑材料微结构的基础上，建立
线性全应变梯度理论，该理论中应变能密度函数不但

取决于传统的应变张量，而且取决于位移的二阶梯度

张量。Lam D C C 等［13］1480-1486提出一种新的应变梯度
弹性理论，在该理论中除了传统的力和力矩的平衡约

束条件之外，还引入一个高阶应力平衡约束条件，同时

该理论将二阶梯度张量分解成体积梯度矢量、拉伸梯
度张量的偏斜张量以及旋转梯度张量的对称张量，在

本构关系中除了两个传统的材料常数外，还包括三个

新引入的相互独立的材料内禀特征尺寸常数。Kong
ShargLi等［18］489-496基于应变梯度理论研究微梁静态变
形、固有频率的尺寸效应。康新等［19］基于偶应力理论
研究微梁固有频率的尺寸效应。孔胜利等［20］基于偶
应力理论研究细长压杆屈曲载荷的尺寸效应。
本文主要研究应变梯度对静电力驱动两端固定微

梁吸合电压的影响规律。基于应变梯度弹性理论，综
合考虑中面伸长和残余应力的影响，建立静电驱动微

梁吸合电压的控制方程，采用瑞利-利兹法对微梁进行
降阶，最后采用牛顿拉菲森算法分析微梁在静电力作

用下应变梯度对吸合电压的影响。分析结果可为微机
电系统中微梁的设计提供参考。

1 静电力驱动微梁的控制方程

假定梁的宽度和长度远远大于梁的厚度，即 H
B、HL。忽略梁的体力和体力偶，且外力只有作用在
梁的下表面沿法线方向的静电力。静电驱动两端固定
微梁的结构简图如图 1 所示。

图 1 静电驱动两端固定微梁的结构简图
Fig． 1 Structure diagram of the clamped-clamped

micro-beam actuated by electrostatic force

根据文献［6］674-675［18］489-492，考虑中面伸长与残
余应力影响时，微梁的控制方程可表示为

S d4w
dx4

－ Sh d6w
dx6

= EA
2L∫

L

0

dw
d( )x

2
dx + N[ ]^ d2w

dx2
+

ε0bV
2

2( g0 － w) 2
( 1)

其中，S = ( 1 － ν) EI
( 1 － 2ν) ( 1 + ν)

+ 2GA l20 +
4
15l

2
1 +

1
2 l( )2

2 ; Sh =

2GI l20 + 0． 4l( )2
1 为梁的高阶刚度，上标 h 表示高阶; w

为微梁的挠度; x为梁横截面沿轴向方向的坐标; L、B、
H分别为微梁的长度、宽度及高度; I 为微梁横截面的
惯性矩，且有 I = BH3 /12; A为微梁横截面的面积，且有
A = BH; E为材料的弹性模量; ν为材料的泊松比; G 为
材料的剪切模量，且有 G = E / ［2 / ( 1 + ν) ］; l0、l1、l2 为
材料的内禀特征长度; ε0 为真空中的介电常数; V为驱
动电压; g0 为平行电极之间的间隙。方程( 1 ) 右边第
一项表示中面伸长的影响，第二项表示残余应力的影

响，且N̂为微梁横截面上的残余轴力。
对于两端固定微梁，四个传统的边界条件为

w( 0) = w( L) = 0
w'( 0) = w'( L) ={ 0

( 2)

其中，w( 0) 、w( L) 为梁在固定端的挠度，w'( 0) 、w'( L)
为梁在固定端的转角。两个高阶边界条件也为已知，
且有

w″( 0) = w″( L) = 0 ( 3)
其中，w″( 0) 、w″( L) 为梁在固定端的高阶梯度，具体推
导过程和说明参照附录 A。
引入无量纲量

x̂ = x
L ŵ = w

g0
( 4)

其中，̂x为微梁沿轴线方向的无量纲坐标，且 x̂ 的取值
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范围为［0，1］，̂w为微梁的无量纲挠度。将方程( 4) 代
入方程( 1) 中，得到无量纲控制方程为

d4 ŵ
dx̂4

－ β2 d
6 ŵ
dx̂6

= α1∫
1

0

dŵ
d^( )x

2
d^[ ]x + N d2 ŵ

dx̂2
+

α2
V2

( 1 － ŵ) 2
( 5)

无量纲参数为

β = Sh

SL槡 2，α1 =
g2
0EA
2S ，N = N̂L2

S ，α2 =
ε0bL

4

2Sg3
0

其中，β为微梁高阶刚度与修改后的传统刚度比值的
平方根，α1 为中面伸长的无量纲系数，N 为无量纲轴
力，α2 为静电力影响的无量纲系数。根据方程( 2 ) 和
方程( 3) ，得到两端固定微梁的无量纲边界条件为

ŵ( 0) = ŵ( 1) = 0，ŵ'( 0) = ŵ'( 1) = 0
ŵ″( 0) = ŵ″( 1) ={ 0

( 6)

其中，第一和第二个方程表示传统的无量纲边界条件，

ŵ( 0 ) 、̂w ( 1 ) 为梁在固定端的无量纲挠度，̂w' ( 0 ) 、
ŵ'( 1) 为梁在固定端的无量纲转角。第三个表示高阶
无量纲边界条件，̂w″( 0 ) 、̂w″( 1 ) 为梁在固定端的无量
纲高阶梯度。

2 微梁的吸合电压

由于静电力固有的非线性特性以及大变形所引起

的几何非线性，对于微梁的无量纲方程( 5) 无法获得积
分表达式的解析解，因此，一般采用近似解法进行求解，

在这里首先采用瑞利-利兹法对方程进行降阶。根据瑞
利-利兹法，静电驱动微梁定解问题的总势能可表示为

Π = 1
2 ∫

1

0

d2 ŵ
dx̂( )2

2
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2 ∫
1

0

d3 ŵ
dx̂( )3

2
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1
4 α1∫

1

0

dŵ
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2
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1

0

dŵ
d^( )x

2
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α2∫
1

0

V2

1 － ŵdx̂ ( 7)

设微梁弯曲时挠度的近似表达式为

ŵ( x̂) = Σ
n

i = 1
aiψi ( x̂) ( 8)

其中，ŵ( )x̂ 为微梁弯曲时挠度的近似值，ψi ( x̂) 为容许
函数，ai 为待定常数。将方程( 8) 代入方程( 7) 中，有

Π = 1
2 ∫
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0
Σ

n

i =1
ai
d2ψi

dx̂( )2

2

dx̂ +
α1

4 ∫
1
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dψi
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2
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N
2 ∫

1

0
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n
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dψi
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0
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2

dx̂ －

α2∫
1

0

V2

1 － Σ
n

i = 1
aiψi

dx̂ ( 9)

当容许函数只取一项时，则微梁挠度的近似解可

表示为

ŵ( x̂) = a1ψ1 ( x̂) ( 10)
将方程( 10) 代入方程( 9) 中，用参数 a1 表示的原定解

问题的总势能为
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a2
1

2 ∫
1
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d2ψ1

dx̂( )2

2

dx̂ +
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4
1

4 ∫
1

0

dψ1
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2
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2
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2

dx̂ －
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1

0

V2
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dx̂ ( 11)

根据文献［7］805-806，当微梁达到稳定的平衡状态
时，微梁总势能的一阶变分和二阶变分都等于零，故微

梁发生吸合现象时的条件可表示为

Π
a1

= 0 2Π
a2

1
= 0 ( 12)

根据方程( 11) ，则有
Π
a1

= a1∫
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2Π
a2

1
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d2ψ1

dx̂( )2

2

dx̂ + 3α1a
2
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1
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dψ1
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由方程( 13) 和方程( 14) ，消去静电电压 V2，可得

只含有待定常数 a1 的非线性代数方程，通过牛顿迭代

法求出待定常数 a1，然后代入方程( 13 ) 或( 14 ) 中，确
定出静电驱动微梁的吸合电压 VPI ( pull-in voltage) 。

3 分析与讨论

根据瑞利-利兹法，若容许函数取一项时，一般容
许函数 ψ1 ( x̂) 取微梁在均布载荷作用下的静态变形，
由文献［18］491-492有

ψ1 ( x̂) =
1
24x̂

4 + C0 + C1 x̂ + C2 x̂
2 +

C3 x̂
3 + C4e

x̂ /β + C5e
－x̂ /β ( 15)

其中，Ci 为积分常数，通过边界条件确定。根据两端
固定微梁的边界条件，即方程( 6) ，可得积分常数为

C0 = － ( C4 + C5 ) ，C1 = －
C4 － C5

β

C2 =
C0

2β2
，C3 = － 1

12，C4 = C5e
－1 /β
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C5 = －
β2

12( 1 － 2β + e －1 /β + 2βe －1 /β )

将方程( 15) 代入方程( 13) 、方程( 14 ) 中，消去静电电
压 V2，然后利用牛顿迭代法，确定出系数 a1，进而得到

微梁的静态吸合电压 VPI ( pull-in voltage) 。设微梁的
宽度 B = 50 μm，长度 L = 600 μm，弹性模量 E = 165
GPa，泊松比 ν = 0． 32，电极之间的间隙 g0 = 2 μm。
VPI /VPI0为无量纲吸合电压，VPI为基于应变梯度理论微

梁的吸合电压，VPI0为基于传统理论微梁的吸合电压，

ξ = H /l为无量纲厚度，H 为梁的厚度，l 为材料的内禀
特征长度。
不考虑微梁中面伸长和残余应力的影响，微梁无

量纲厚度对无量纲吸合电压的影响如图 2 所示。
从图 2 可知，当微梁的无量纲厚度减小时，无量纲

吸合电压将显著增大，表现出明显的尺寸效应，说明应

变梯度对微梁的吸合电压影响显著。
不考虑中面伸长与残余应力的影响，微梁的无量

纲吸合电压与材料内禀特征长度之间的关系如图 3 所
示，图中给出两种厚度对应的变化曲线。从图中可看
出，当材料的内禀特征长度趋近零时，即材料趋近于理

想的均匀、连续体时，无量纲吸合电压趋近于 1。材料
的厚度越小，其吸合电压对微尺度越敏感。因此，在微
机电系统中对微梁进行设计时，应变梯度影响是必须

考虑的一个重要因素。
不考虑中面伸长的影响，无量纲吸合电压与残余

图 2 微梁无量纲厚度对无量纲吸合电压的影响
Fig． 2 Effect of normalized thickness on the normalized pull-in voltage

图 3 材料特征长度对无量纲吸合电压的影响
Fig． 3 Effect of characteristic length on the normalized pull-in voltage

应力之间的关系如图 4 所示。图中给出两种无量纲厚
度对应的变化曲线。
对于传统微梁，随着残余应力的增大，微梁的吸合

电压显著增大
［21］。对于应变梯度微梁，残余应力对无

量纲吸合电压影响显著，残余应力越大，微梁无量纲吸

合电压越小，说明微梁内的残余应力可以减弱应变梯

度对微梁吸合电压的影响。
考虑中面伸长时，吸合电压变化率定义为

ΔVPI =
VS
PI － VNS

PI

VNS
PI

× 100%

其中，VS
PI为考虑中面伸长时的吸合电压，V

NS
PI为不考虑

中面伸长时的吸合电压。微梁的厚度对吸合电压变化
率的影响如图 5 所示。
由图可知，当微梁的厚度减小时，中面伸长对基于

传统理论下的吸合电压影响显著，而对基于应变梯度

理论下的吸合电压影响较弱，即应变梯度可以显著降

低中面伸长对吸合电压的影响。

图 4 残余应力对无量纲吸合电压的影响
Fig． 4 Effect of residual stress on the normalized pull-in voltage

图 5 微梁厚度对吸合电压改变率的影响
Fig． 5 Effect of micro-beam thickness on the change rate of pull-in voltage

4 结论

本文主要研究应变梯度对静电驱动微梁静态吸合

电压的影响。基于应变梯度弹性理论，建立静电驱动
微梁静态吸合电压的控制方程，采用瑞利-利兹法对系
统无量纲控制方程进行降阶，最后采用牛顿迭代法得

到微梁的吸合电压，讨论在静电力作用下应变梯度对

吸合电压的影响规律。分析结果表明，当微梁无量纲
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厚度减小时，微梁的无量纲吸合电压将显著增大，表现

出明显的尺寸效应。随着材料内禀特征长度的增加，
无量纲吸合电压的尺寸效应也越显著。当无量纲厚度
增大时，无量纲吸合电压接近于 1，吸合电压的尺寸效
应现象消失。残余应力对无量纲吸合电压影响显著，
随着残余应力的增大，无量纲吸合电压相应减小，说明

残余应力可以减弱应变梯度对微梁吸合电压的影响。
当微梁的厚度减小时，应变梯度可以显著降低中面伸

长对吸合电压的影响。分析结果为微机电系统中微梁
的设计提供一定的参考依据。
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附录 A(Appendix)
根据文献［18］488-492，基于应变梯度理论微梁的变

形能为

U = 1
2 ∫

L

0
［S( w″) 2 + Sh ( w) 2］dx ( 16)

其中，U 为微梁总的变形能; S = ( 1 － ν) EI
( 1 － 2ν) ( 1 + ν)

+

2GA l20 +
4
15l

2
1 +

1
2 l( )2

2 ; Sh
为微梁的高阶刚度，上标 h 表

示高阶，Sh = 2GI l20 + 0． 4l( )2
1 。

外力所作的功

W = ∫
L

0
q( x) w( x) dx +［Qw］L0 +

［Mw'］L0 +［Mhw″］L0 ( 17)
其中，W为外力所作的功，q ( x) 为微梁长度方向的分
布载荷，w为微梁的挠度，w'为微梁的转角，w″为微梁
的高阶梯度，Q为梁横截面上的剪力，M为梁横截面上
的弯矩，Mh

为梁横截面上的高阶弯矩。
根据虚功原理，有

δ( U － W) = 0 ( 18)
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将方程( 16) 、方程( 17) 代入方程( 18) 中，则有

δ( U － W) = ∫
L

0
［Sw ( 4) － Shw ( 6) － q］δwdx +

［－ Sw+ Shw ( 5) － Q］δw L
0 +

［－ Sw″ + Shw ( 4) － M］δw' L
0 +

［Shw－ Mh］δw″ L
0 = 0 ( 19)

由变分的任意性，得到微梁弯曲变形的控制方程

为

S d4w
dx4

－ Sh d6w
dx6

= q ( 20)

边界条件为

［Q( L) － ( Shw ( 5) ( L) － Sw( L) ) ］δw( L) －
［Q( 0) － ( Shw( 5) ( 0) － Sw( 0) ) ］δw( 0) = 0

［M( L) － ( Sw″( L) － Shw ( 4) ( L) ) ］δw'( L) －
［M( 0) － ( Sw″( 0) － Shw( 4) ( 0) ) ］δw'( 0) = 0

［Mh ( L) － Shw( L) ］δw″( L) －
［Mh ( 0) － Shw( 0) ］δw″( 0) =















0
( 21)

其中，Q = Shw ( 5) － Sw，M = Sw″ － Shw ( 4) ，Mh = Shw。
w= d3w /dx3 为挠度对坐标的三阶导数，w ( 4) = d4w /
dx4 为挠度对坐标的四阶导数，w ( 5) = d5w /dx5 为挠度

对坐标的五阶导数。根据方程( 21 ) 可知，应变梯度微
梁弯曲时所满足的边界条件与传统理论微梁弯曲时所

满足的边界条件有所差异。
对于应变梯度微梁，传统边界条件要求在边界上

满足，①挠度 w或者剪力 Q 为已知; ②转角 w'或者弯
矩 M为已知。高阶边界条件要求在边界上高阶梯度
w″或者高阶弯矩 Mh

为已知，这样可满足边界条件表

达式( 21 ) 。当材料的内禀特征长度为零时，即 l0 =
l1 = l2 = 0，方程( 20) 退化为传统弹性理论下微梁的控
制方程，边界条件( 21) 中的前两式自动退化为传统弹
性理论下微梁的边界条件，而第三式由于高阶弯矩 Mh

以及 Sh
为零，故第三式自动满足。
对于两端固定微梁，传统边界条件上挠度 w 和转

角 w'为已知，且有
w = 0 w' = 0 ( 22)

而对于高阶边界条件，则有两种可能，即高阶梯度 w″
为已知或者高阶弯矩为零，即有

w″ = 珔w″或者 Mh = Sh d3w
dx3

= 0 ( 23)

若选择高阶梯度 w″为零，则在边界上弯矩 M与高阶梯
度 w ( 4)相关，同理对于高阶弯矩 Mh

为零，则在边界上

剪力 Q与高阶梯度 w ( 5)相关。


