
第 2章 经典物理回顾

本章我们复习经典力学中的拉格朗日形式和哈密顿形式，并用这两个框架分析物理问题。在此过程中我们

还会进一步熟悉向量的指标运算，学习球坐标下的计算技巧。

经典的物体似乎都能分成粒子和波两种类型，为什么会有这两种不同的类型，本章的最后一节将会给出答

案。

2.1 牛顿力学
在微观物理中，所有的力都是保守力。对于质量为m的粒子，牛顿第二定律给出的运动方程为，

m
d2xi

dt2
= − ∂V

∂xi
, , i = 1, 2, 3.

这时二阶微分方程，需要两个边界条件，通常情况下取初始时刻的坐标 xi(t0)和速度 dxi/dt|t0。
牛顿力学在逻辑上很直接，粒子在每个时刻根据自己的位置、速度和此时此刻受到的外界作用力，决定自

己下一步应该如何运动。

对一般的势 V，上述方程通常没有解析解，需要求助于数值方法。此时需要将微分变成差分，

dxi

dt

∣∣∣∣
t

=
xi(t+∆t)− xi(t)

∆t
,

d2xi

dt2
=

1

∆t

dxi

dt

∣∣∣∣
t+∆t

− dxi
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∣∣∣∣
t
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1
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xi(t+ 2∆t)− xi(t+∆t)

∆t
− xi(t+∆t)− xi(t)

∆t

}
=

1

(∆t)2
{
xi(t+ 2∆t)− 2xi(t+∆t) + xi(t)

}

� 练习 2.1假设一个质量为m的质点在 t0 时刻的位置和速度分别为，

xi(t0) = ai0,
dxi

dt

∣∣∣∣
t0

= bi0,

粒子受力为 F i(t, x⃗),用上述差分方法写出 xi(t+ 2∆t)

2.2 拉格朗日力学
牛顿力学的逻辑是从初始时刻向后演化。拉格朗日形式的思路完全不同，它试图回答给定初始 t0 时刻的位

置 xi(t0)和终止时刻 tf 时刻的位置 xi(tf )，粒子为什么沿牛顿力学给出的路径行进，而不走其他的路径？或者

说牛顿力学给出的路径有何特别之处？

定义 2.1 (拉格朗日量 (Lagrangian))

♣

拉格朗日量或称拉式量定义为

L(t, xi, ẋi) = T − V

,其中 T 是系统的动能，V 是系统的势能。



2.3 哈密顿力学

定义 2.2 (作用量 (Action))

♣

作用量定义为

S[x(t)] =

∫ tf

t0

L(t, xi, ẋi)dt

,注意 S[x(t)]的自变量为函数 xi(t)。给定 xi(t),函数值是一个数字。这种将函数变成数字的映射叫做泛
函。

定理 2.1 (最小作用量原理)

♡

粒子选择的经典路径 xcl(t)使作用量 S[xcl(t)]取极值，即

δS

δxi(t)

∣∣∣∣∣
xi=xi

cl

= 0,

其中 δ/δxi(t)称为泛函微分。

思考：在粒子刚开始运动的时候，它是怎么知道哪条路径的作用量取极值的？

� 练习 2.2从最小作用量原理推导出拉格朗日方程，
d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
− ∂L

∂xi
= 0.

� 练习 2.3考虑一个质量为m、体积可忽略的木块，被一根胡克系数为 k的弹簧连接到一个竖直的墙上。木块在水

平平面做一维运动，忽略弹簧质量和一切摩擦力。

(1)建立合适的坐标系，写下动能和势能的表达式，写出拉氏量，并画出势能的函数曲线；
(2)用拉式量解出运动学方程；
(3)若木块振动的振幅为 A，求解木块出现在各处的概率。

� 练习 2.4质量为m的质点在中心势场 V (r)中运动，在极坐标下写出拉氏量，并解出运动方程。

2.3 哈密顿力学
拉格朗日方程为二阶微分方程，需要两组边界条件才能求解。二阶微分方程可以写成两个一阶微分方程，比

如mẍi = F i 可写成 ẋi = pi/m和 ṗi = F i 两个一阶方程。

为了保持更好的数学对称性，哈密顿形式将拉格朗日形式中的广义速度 q̇i 替换成广义动量，

pi =
∂L

∂q̇i
.

定义 2.3 (哈密顿量 (Hamiltonian))

♣

哈密顿量可以通过对拉格朗日量进行勒让德变换得到，

H(qi, pi) =
∑
i

q̇ipi − L(t, qi, q̇i),

其中 q̇i 是 qj 和 pj 的函数。在哈密顿形式中，广义坐标 qi 和广义动量 pi 的地位相同。
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2.3 哈密顿力学

哈密顿形势下的动力学方程为：

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

.

� 练习 2.5对于 n个粒子的系统，其中第 n个粒子的质量为mi，坐标记为 (xi1, xi2, xi3),
(1)写出动能项 T；

(2)若粒子受力均为保守力，则可将势能项写成 V (xij)，写出拉格朗日量并推导出拉格朗日方程；

(3)用勒让德变换写出哈密顿量，证明 H = T + V。

� 练习 2.6若动能项有非对角项 T =
∑

ij Tij q̇
iq̇j ,且 V = V (qi),证明

∑
i p

iq̇i = 2T.

� 练习 2.7用哈密顿形式得到练习 2.3的运动方程。

� 练习 2.8带电量为 q的粒子在稳恒电磁场中的拉氏量为，

L =
1

2
m
(
ẋi
)2 − qΦ+

q

c
ẋiAi,

其中 Φ为电势能，Ai 为失势，

(1)写出 xi 的共轭动量 pi 的表达式；

(2)写出哈密顿量；
(3)和自由粒子的哈密顿量相比，电磁场中带电粒子的哈密顿量有哪些不同？为什么 Ai 不出现在势能项中？

定义 2.4 (泊松括号 (Poisson Bracket))

♣

两个物理量 A和 B 的泊松括号定义为，

{A,B}P.B. =
∂A

∂qi
∂B

∂pi
− ∂B

∂qi
∂A

∂pi
.

若一个物理量 ω不显含时间，即 ω = ω(qi, pi)，则，

dω

dt
=
∂ω

∂qi
q̇i +

∂ω

∂qi
q̇i

=
∂ω

∂qi
∂H

∂pi
− ∂ω

∂qi
∂H

∂qi

= {ω,H}P.B.

即 ω为守恒量的充要条件是 ω和 H 的泊松括号为零。

� 练习 2.9证明运动鞋方程可写成泊松括号的形式

q̇i = {qi,H}P.B.

ṗi = {pi,H}P.B.

� 练习 2.10证明泊松括号具有如下性质
(1) {A,B}P.B. = −{B,A}P.B.

(2) {A,B + C}P.B. = {A,B}P.B. + {A,C}P.B.

(3) {A,BC}P.B. = B{A,C}P.B. + {A,B}P.B.C
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2.4 波动光学 *

� 练习 2.11考虑空间中的两个粒子，质量分别为m1和m2，坐标分别为 x⃗1和 x⃗2，两粒子的相互作用由 V (|vecx1−
x⃗2|)描述，
(1)写出该系统的哈密顿量
(2)变换坐标到 X⃗ = m1x⃗1+m2x⃗2

m1+m2
和 x⃗12 = x⃗1 − x⃗2，求新的哈密顿量。

2.4 波动光学 *
波动光学的基本方程即为Maxwell方程组，这里我们考虑光波在不均匀介质（ε是空间位置的函数，而 µ为

常数）中的传播，需要用到无源的Maxwell方程组，

∇× B⃗ = εµ
∂E⃗

∂t
, (2.1a)

∇ · B⃗ = 0, (2.1b)

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
, (2.1c)

∇ ·
(
εE⃗
)
= 0 (2.1d)

可以推出电磁波的波动方程，

εµ
∂2E⃗

∂t2
= ∇×

(
∂B⃗

∂t

)
= −∇×

(
∇× E⃗

)
= −∇

(
∇ · E⃗

)
+∇2E⃗. (2.2)

由方程(2.1d)，可得

∇ · E⃗ = −1

ε
(∇ε) · E⃗, (2.3)

带入(2.2)即可得光波在介质中传播的方程，

εµ
∂2E⃗

∂t2
= ∇

(
1

ε
(∇ε) · E⃗

)
+∇2E⃗. (2.4)

在均匀介质中,∇ε = 0，此时可以得到

εµ
∂2E⃗

∂t2
= ∇2E⃗. (2.5)

� 练习 2.12证明(2.2)式和(2.3)式。

� 练习 2.13证明平面波 eikz−iωt 是方程(2.5)的解，并求出波速的表达式。

2.5 几何光学 *
尽管光是一种电磁波，但是在日常生活中，我们极少看到光的波动性质。我们看到光的直线传播，反射和折

射等现象，更像是粒子的传播。在这一节中，我们简单复习几何光学的基本原理，在下一节，我们会看到几何光

学是波动光学的一个重要近似。

当光的波长远小于光传播路径上的物体尺寸时，光的波动性可以忽略，此时可以应用几何光学。几何光学

的基础是费马原理
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2.6 程函近似：从波动光学推出几何光学 *

定义 2.5 (费马原理 (Fermat’s Principle))

♣

两点之间的光线路径是使光程为极值的路径，即∫
ds n(x⃗)

一阶变分为零，其中 n为折射率，s为路径的长度。

下面我们用费马原理推导光在折射率连续变化介质中的路径方程，P1 和 P2 两点间的光程为∫ P2

P1

n(x, y, z)ds =

∫ P2

P1

n(x, y, z)
√
dx2 + dy2 + dz2 =

∫ P2

P1

n(x, y, z)
√
(x′)2 + (y′)2 + 1dz, (2.6)

其中 x′ = dx/dz, y′ = dy/dz。光程为极值的路径可以用拉格朗日方程求解，此时拉氏量为，

L(x, y, z) = n(x, y, z)
√
(x′)2 + (y′)2 + 1,

广义坐标为 x, y，广义速度为 x′, y′，z坐标在这里类似时间分量。利用拉格朗日方程可得，

d

ds

(
n
dx

ds

)
− ∂n

∂x
= 0, (2.7a)

d

ds

(
n
dy

ds

)
− ∂n

∂y
= 0. (2.7b)

� 练习 2.14用拉格朗日方程推导(2.7)式。

� 练习 2.15在(2.6)式中，我们选 z 为 “时间”变量，我们同样可以选 x或者 y 作为 “时间”变量，此时得到的拉格
朗日方程应该包括，

d

ds

(
n
dz

ds

)
− ∂n

∂z
= 0, (2.8)

证明由(2.7)的两个方程可以推导出上面 z分量的方程。

提示：将 dz写成
√
ds2 − dx2 − dy2，再令 ẋ = dx/ds,ẏ = dy/ds，带入上式计算对 s的微分，然后将 x和 y对 s

的两阶导数用(2.7)消除即可。

综上，在几何光学框架内，光在非均匀介质中的路径由(2.7)和(2.8)中的任两个等式决定。

2.6 程函近似：从波动光学推出几何光学 *
当光在非均匀介质中传播时，系统有两个特征尺度:光的波长 λ和介电常数的变化率的倒数 l ≡ ε/|∇ε|. 当

λ≫ l时，光主要表现波动性，应该用波动光学。当 λ≪ l时，光的粒子性为主，可以用波动光学，也可以用几

何光学。在这一节中，我们在 λ≪ l的极限下，从波动方程(2.4)式推导出几何光学的(2.7)和(2.8)式。
将(2.4)式写成分量形式，

εµ
∂2

∂t2
Ei(t, x⃗) = ∇2Ei(t, x⃗) + ∂i

(
1

ε
(∂jε)E

j(t, x⃗)

)
. (2.9)

这里我们显式地写出 Ei对 t和 x⃗的依赖。Ei是个振荡的实数，对于这种线性方程，数学上通常先假设 Ei为复

数，最后通过取复数解的实部得到实数解。因为该方程是线性的，我们可以先研究单一频率的解，一般的解可以

通过对单一频率的解进行积分得到。频率为 ω的部分可以写成，

Ei(t, x⃗) = Ei(x⃗)e−iωt.

代入(2.9)式可得，

∇2Ei(x⃗) + k2Ei(x⃗) + ∂i

(
1

ε
(∂jε)E

j(x⃗)

)
= 0 (2.10)
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2.7 从几何光学到波动光学 *

其中 k =
√
εµ0ω = n(x⃗)

c ω, c为真空中光速。
未知的复函数 Ei(x⃗) 必然可以写成振幅和相位的形式：Ei(x⃗) = ψ(x⃗)eiS(x⃗) 的形式。若介质是均匀的，那

么(2.10)式的第三项为 0，此时振幅 ψ(x⃗)为常数，相位 S(x⃗) = k⃗ · x⃗. 对于非均匀介质，(2.10)的第三项不是 0，ψ
和 S 是 x⃗的函数。由本节开头的说明，我们考虑 |∇ε|/ε ≪ 1/λ的情况，此时(2.10)的第三项是一个小量。可以
想象，这时的解只会稍微偏离均匀介质时的解。为了后面计算方便，我们将 Ei(x⃗)写成，

Ei(x⃗) = ψi(x⃗)eik0S(x⃗), (2.11)

其中 k0 =
√
ε0µω = n0

c ω 为光在初始位置的波数，其中 ε0 和 n0 分别为初始位置的介电常数和折射率。当

|∇ε|/ε≪ 1/λ时，ψi(x⃗)随 x⃗的变化很慢，S(x⃗)几乎正比于 |x⃗|.
将(2.11)式带入(2.10)式，分离开实部和虚部，可以得到两个方程，[

k2 − k20 (∂jS)
2
]
ψi + ∂2ψi + ∂i

(
1

ε
(∂jε)ψ

j

)
= 0, (2.12a)

2(∂jψ
i)(∂jS) + ψi(∂2S) +

1

ε
(∂jε)ψ

j(∂iS) = 0. (2.12b)

在(2.12a)式中，第二项和第三项都是很小的数。因为波长 λ 很小，所以第一项的 k 和 k0 都是很大的数。为了

使(2.12a)成立，第一项中的两个大数必须几乎相消，

k2 ≈ k20(∂jS)
2 ⇒ (∂jS)

2 ≈ k2

k20
=
ε(x⃗)µ

ε0µ
=
n2(x⃗)

n20
(2.13)

这个近似即为程函 (eikonal)近似。

� 练习 2.16把(2.11)式带入(2.10)式，推导出(2.12)中的两个方程。

在几何光学中，光表现的像粒子流，因此可以定义一个归一化矢量描述光束前进的方向,

u⃗ =
dr⃗

ds
=

(
dx

ds
,
dy

ds
,
dz

ds

)
,

可以验证 u⃗是归一化的矢量：|u⃗|2 = (dx2 + dy2 + dz2)/ds2 = 1。

现在我们回到(2.11)式，因为相位是 k0S(x⃗)而 k0是常数，所以 S(x⃗)等于常数的曲面即为等相位面。因为波

传播的方向必然垂直于等相位面，可知 u⃗必然平行与∇S。由(2.13)式可知矢量∇S的长度为 n(x⃗)/n0,结合 u⃗的

归一化条件可知，

u⃗ =
dr⃗

ds
=
n0
n
∇S,⇒ n

dr⃗

ds
= n0∇S. (2.14)

写成分量形式，两边对 s求导可得，

d

ds

(
n
dxi

ds

)
= n0

d

ds
(∂iS)

= n0∂i

(
dxj

ds

∂S

∂xj

)
= n0∂i

(
uj

n

n0
uj
)

= ∂in

在第三行我们利用了(2.14)式，在第四行中我们利用了 u⃗的归一化条件。这个方程即为我们在2.5节中推出来的几
何光学的结果。

在这一节中，我们考虑光在不均匀介质中的传播，在 |∇ε|/ε≪ 1/λ的情况下，利用程函近似，从光的波动

方程推导出光的传播路径，和几何光学的结论一致。

思考：考虑光的单缝衍射过程，当逐渐郑家入射波的频率时，是如何从衍射条纹过渡到几何光学中的光束

的？不在光束上的那些波发生了什么？
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2.7 从几何光学到波动光学 *

2.7 从几何光学到波动光学 *
上一节中我们在波动光学的方程中使用程函近似得到了几何光学方程，说明波动光学比几何光学包含更多

的物理信息。那我们能否在几何光学的基础上 “猜”出波动光学方程呢？为了简化计算，这一节中我们考虑光在
均匀介质中的传播。

波动光学中相应的运动方程为(2.10)式，在均匀介质中第三项为零，得到的方程为，(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Ei + k2Ei = 0, (2.15)

注意此时 k =
√
εµω = n

c ω为常数。

在均匀介质中几何光学计算光路的过程与 Lagrangian形式相似，相应的拉氏量为，

L(x, y, z) = n
√
(x′)2 + (y′)2 + 1, (2.16)

其中 x′ = dx/dz, y′ = dy/dz, z对应时间变量。本节的任务是从(2.16)式猜出(2.15)式。
因为(2.16)式和(2.15)式没有任何相似，我们换到哈密顿形式下试一试。x和 y对应的广义动量为

px =
nx′√

(x′)2 + (y′)2 + 1
, (2.17a)

py =
nx′√

(y′)2 + (y′)2 + 1
. (2.17b)

相应的哈密顿量为，

H = −
√
n2 − p2x − p2y. (2.18)

� 练习 2.17推导(2.16)式和(2.18)式。

由(2.16)式和(2.18)式可得如下关系，

p2x + p2y +H2 = n2, (2.19)

这个式子和(2.15)有相似之处，因为 x和 px, y和 py , z(注意这里 z对应时间)和H 是哈密顿形式中互为对偶的量，

若做如下替换，

H2 → −n
2

k2
1

Ei

∂2Ei

∂z2
, (2.20a)

p2x → −n
2

k2
1

Ei

∂2Ei

∂x2
, (2.20b)

p2y → −n
2

k2
1

Ei

∂2Ei

∂y2
. (2.20c)

这些变换依赖于 Ei，因为我们考虑的是 Ei的波动方程，如果一开始我们考虑磁场 Bi,这里的 Ei就得全部换成

Bi。可见 Ei 并不是上述变换最本质的内容，只不过是微分算符作用的客体。更本质的变换应该为

H2 → −n
2

k2
∂2

∂z2
, (2.21a)

p2x → −n
2

k2
∂2

∂x2
, (2.21b)

p2y → −n
2

k2
∂2

∂y2
. (2.21c)

此时(2.19)是一个算符方程，可以应用在 Ei或者 Bi上，就能得到(2.15)式。至此，我们成功的从几何光学出发，
在(2.21)式的变换后，得到了波动光学中的方程。

下面我们沿着这个思路再进一步，我们发现 p2x和 p2y 对应的算符很像1.11节中介绍过的 K̂ 算符。利用 K̂ 算

符的矩阵表示可得，

⟨x|K̂2|x′⟩ = −δ(x− x′)
d2

dx2
. (2.22)
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2.7 从几何光学到波动光学 *

为了处理多维问题，我们需要将 K̂ 推广到其他维度。在1.4节，我们知道多维空间是一维空间的直乘，三维欧几
里得空间可以写成 Vx ⊗ Vy ⊗ Vz。直乘空间中的算符可以由每个空间中算符的直乘定义，比如 K̂x = K̂ ⊗ I⊗表
示 Vx 空间中的 K̂ 算符和 Vy、Vz 空间中的单位算符，其在坐标基底下的矩阵表示为，

⟨x⃗|K̂x|x⃗′⟩ = −iδ(x− x′)
d

dx′
δ(y − y′)δ(z − z′). (2.23)

类似可以定义 K̂y 和 K̂z ,

⟨x⃗|K̂y|x⃗′⟩ = δ(x− x′)(−i)δ(y − y′)
d

dy′
δ(z − z′), (2.24a)

⟨x⃗|K̂z|x⃗′⟩ = δ(x− x′)δ(y − y′)(−i)δ(z − z′)
d

dz′
(2.24b)

(2.24c)

因此(2.19)对应的算符方程可写为,

K̂2
x + K̂2

y + K̂2
z = k2. (2.25)

算符方程必须作用在 Hilbert空间中的态上，令 |Ei⟩是某一个态，则有，(
K̂2

x + K̂2
y + K̂2

z

)
|Ei⟩ = k2|Ei⟩. (2.26)

至此，我们通过将 Hamilton 形式中的力学量升级成算符，得到了 Hilbert 空间中相应的方程。这个方程在坐标
基底下，可以得到波动光学中相应的方程。我们也可以选择其他基底，得到其他形式的方程，这些方程都是等价的。

� 练习 2.18证明(2.22)式。

� 练习 2.19证明(2.26)式在坐标基底下的形式等于(2.15)式。

� 练习 2.20在这道题里，我们仿照前面从几何光学到波动光学的步骤，从经典物理的 Hamilton形式 “猜”出描述非
相对论粒子的 Schrödinger方程。
（1）写出在势场 V (t, x⃗)中运动的非相对性粒子的哈密顿量。

（2）由前几节的内容可知，我们需要将力学量 pi 和 xi 上升成算符:波数 k → K̂，位置 x → X̂。根据 de Brogile
的猜想，动量和波长的关系为 p = h/λ，由此可以得出 p = ℏk，其中 ℏ = h/(2π). 所以我们需要将动量 pi 升级

成算符 ℏK̂. 在前几节的推导中，我们得到了 ⟨x⃗|Ĥ|x⃗′⟩ ∝ i ∂
∂z (注意那里 z对应时间变量)。所以这里我们应该有

⟨x⃗|Ĥ|x⃗′⟩ = ±iℏacbδ(3)(x⃗− x⃗′)
∂

∂t
,

其中 c为真空中的光速。根据左右两边的量纲，计算 a和 b的值。

（3）用（2）中推导出来的算符对应，将（1）中得到的力学量的方程升级到算符方程。将算符方程的两边作用到
Hilbert空间中的态 |ψ⟩上，得到 Schrödinger方程。（保留 Ĥ 中的 ±号），并进一步写出方程在坐标基底下的形
式。

（4）最后我们来决定 Ĥ 的符号。自由粒子 V = 0应对应最简单的波，即平面波，

⟨x⃗|ψ⟩ = ψ(x⃗) = ei(k⃗·x⃗−ωt),

其中 ω > 0为频率，带入上面推导出的波动方程，根据物理意义确定 Ĥ 的符号。
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